
Probabilités 3 : lois à densité

1 Introduction

Lors des chapitres précédents nous avons rencontré, des v.a dont les valeurs prises forment
un ensemble discret. Par exemple une loi de Poisson prend ses valeurs dans N. Dans ce cas
P (X ≤ x) s’écrit sous la forme d’une somme. Par exemple pour calculer P (X ≤ 10) on

emploie la formule P (X ≤ 10) =
10∑
k=0

P (X = k). Que se passe t’il maintenant si X peut

prendre tout un segment de valeurs réelles ? Il faudrait pouvoir sommer continument, et donc
utiliser une intégration.

Prenons par exemple l’expérience suivante : on lance une pierre sur un terrain plat de
façon aléatoire et on mesure la distance en cm du lancer, avec un précision infinie. X peut
prendre théoriquement toutes les valeurs réelles positives, sans doute bornées par les possibi-
lités humaines. On peut commencer par pressentir que P (X = x) = 0 mais que l’on peut sans
doute évaluer plutôt des probabilités du type P (a ≤ X ≤ b). C’est l’objet de ce chapitre. La
formule donnant P (X ≤ 10) sera donnée par une intégrale et non une somme.

2 Définitions

Fonction de densité
Une fonction f définie sur R est une densité de probabilité si elle est positive, continue par
morceaux avec un nombre fini de points de discontinuité et telle que

∫ +∞

−∞
f(t)dt = 1.

Variable aléatoire à densité
Une variable aléatoire X admet une densité si sa fonction de répartition FX peut s’écrire
sous la forme FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt où f est une densité de probabilité.

FX est ainsi la primitive de f qui tend vers 0 en −∞.
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3 Espérance et variance

Définition de l’espérance.
On dit qu’une variable aléatoire X de densité f a une espérance lorsque l’intégrale ci-dessous
converge.
Dans ce cas, on note :

E(X) =
∫ +∞

−∞
xf(x)dx

Définition de la variance
On dit qu’une variable aléatoire X de densité f a une variance lorsque l’intégrale ci-dessous
converge.
Dans ce cas, on note :

V (X) =
∫ +∞

−∞
(x− E(X))2 f(x)dx

L’écart-type est donné par σ =
√
V (X).

Propriété.

Comme pour les variables aléatoires discrètes, on a V (X) = E(X2)− E(X)2, avec :

E(X2) =
∫ +∞

−∞
x2f(x)dx

4 Trois lois usuelles

4.1 La loi uniforme

Définition.
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur l’intervalle [a; b], et on note
X ↪→ U [a; b],

si X a pour densité la fonction f définie par :

 f(x) = 1
b− a

si x ∈ [a; b]
f(x) = 0 sinon

Propriété.

Si X ↪→ U [a; b], alors E(X) = a+ b

2 et V (X) = (b− a)2

12 .
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Démonstration.

E(X) =
∫ b

a
x× 1

b− a
dx = 1

b− a
×
[
x2

2

]b
a

= 1
b− a

(
b2

2 −
a2

2

)
= 1
b− a

×b
2 − a2

2 = (b− a)(b+ a)
2(b− a) =

b+ a

2 .

E(X2) =
∫ b

a
x2 × 1

b− a
dx = 1

b− a
×
[
x3

3

]b
a

= 1
b− a

(
b3

3 −
a3

3

)
= 1

b− a
× b3 − a3

3 =

(b− a)(b2 + ab+ a2)
3(b− a)

= b2 + ab+ a2

3
Donc V (X) = E(X2)− E(X)2

= b2 + ab+ a2

3 −
(
b+ a

2

)2

= 4b2 + 4ab+ 4a2

12 − 3b2 + 6ab+ 3a2

12 = b2 − 2ab+ b2

12 =

(b− a)2

12 .

Fonction de répartition

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X ↪→ U [a; b] est définie par F (x) =
0 si x < a
x− a
b− a

si a ≤ x ≤ b

1 si x > b

4.2 La loi exponentielle

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0, et on

note X ↪→ E(λ), si X a pour densité la fonction f définie sur R par f(x) =
{

0 si x < 0
λe−λx si x ≥ 0
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La fonction de répartition FX d’une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de
paramètre λ > 0 est définie par : si x < 0, FX(x) = 0

si x ≥ 0, FX(x) =
∫ x

0
λe−λtdt =

[
−e−λt

]x
0

= 1− e−λx

Espérance

Si X ↪→ E(λ), alors E(X) = 1
λ
.

Démonstration :
On veut montrer que l’intégrale

∫ +∞

0
x× λe−λxdx converge et vaut 1

λ
.

On réalise une intégration par parties, avec : u′ = λe−λx u = −e−λx
v = x v′ = 1

d’où
∫ A

0
x × λe−λxdx =

[
x× (−e−λx)

]A
0

+
∫ A

0
e−λxdx = −Ae−λA +

[
−1
λ
e−λx

]A
0

= −Ae−λA −
1
λ
e−λA + 1

λ
.

Lorsque A tend vers +∞, cette expression tend vers 1
λ
, donc l’intégrale converge et vaut 1

λ
.

Variance.

Si X ↪→ E(λ), alors V (X) = 1
λ2 .

Démonstration :
On commence par montrer que l’intégrale

∫ +∞

0
x2 × λe−λxdx converge pour trouver E(X2).

On réalise une intégration par parties, avec : u′ = λe−λx u = −e−λx
v = x2 v′ = 2x

d’où
∫ A

0
x2 × λe−λxdx =

[
x2 × (−e−λx)

]A
0

+
∫ A

0
2xe−λxdx = A2 × (−e−λA) + 2

λ

∫ A

0
xλe−λxdx

Quand A tend vers +∞, le terme A2e−λA tend vers 0 et l’intégrale
∫ A

0
xλe−λxdx tend vers

E(X).
Donc l’intégrale

∫ +∞

0
x2 × λe−λxdx converge et vaut 2

λ
E(X) = 2

λ2 .

Finalement, V (X) = E(X2)− E(X)2 = 2
λ2 −

(1
λ

)2
= 1
λ2
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4.3 La loi normale

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance m et de variance σ2,
et on note X ↪→ N (m,σ2), si X a pour densité la fonction f définie sur R par :

f(x) = 1
σ
√

2π
e
−

1
2

(x−m
σ

)2

dont la courbe représentative est :

Propriété.

Si X ↪→ N (m,σ2), alors X∗ = X −m
σ

↪→ N (0, 1).
On dit alors que X∗ suit une loi normale centrée réduite.

X∗ a pour densité la fonction f définie sur R par :

f(x) = 1√
2π
e−

1
2x

2 dont la courbe représentative est :

Démonstration. On admet que X∗ suit bien une loi normale. Mais on peut vérifier que :

E(X∗) = E
(
X −m
σ

)
= E(X)−m

σ
= 0

V (X∗) = V
(
X −m
σ

)
= V

(
X

σ

)
= V (X)

σ2 = 1.

La fonction de répartition Φ d’une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite
est définie par :

Φ(x) =
∫ x

−∞

1√
2π
e
−
t2

2 dt, dont la courbe représentative est :

Propriété.
Pour tout nombre réel x, Φ(x) = 1− Φ(−x).
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Tableau des valeurs prises par la fonction Φ

Exemple :
Soit X ↪→ N (5, 2). Calculons P (2 ≤ X ≤ 6, 5).

1. On se ramène à la loi centrée réduite :

P (2 ≤ X ≤ 6, 5) = P (2− 5
2 ≤ X∗ ≤ 6, 5− 5

2 ) = P (−1, 5 ≤ X∗ ≤ 0, 75).

2. On ramène le calcul à des nombres figurant dans le tableau :
P (−1, 5 ≤ X∗ ≤ 0, 75) = P (X∗ ≤ 0, 75)− P (X∗ < −1, 5) = Φ(0, 75)− Φ(−1, 5).
Or Φ(−1, 5) = 1− Φ(1, 5).

3. La lecture du tableau donne : Φ(1, 5) ≈ 0, 9332, donc Φ(−1, 5) ≈ 0, 0668, et Φ(0, 75) ≈
0, 7734.
Donc P (2 ≤ X ≤ 6, 5) ≈ 0, 7734− 0, 0668 = 0, 7066.
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