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A. DA SILVA

Soit un systéme comportant 3 états possibles A, B, C'. A Iétat initial (étape 0), le systéme
est a I'état C'

Exercices : Matrices et probabilités Année 2021

Application du cours

o Si le systeme est en A il peut rester en A avec la probabilité 0.1, il peut passer en B
avec la probabilité 0.7, il peut passer en C' avec la probabilité 0.2 ;

o Sile systeme est en B, il peut y rester avec la probabilité avec la probabilité 0.4, il peut
passer en A avec la probabilité 0.4 ou en C' avec la probabilité 0.2 ;

e Si le systeme est en C' il ne peut y rester. Il peut passer en A ou en B de facon
équiprobable.

On considere, pour tout entier naturel n non nul, les événements :

e A, : «étreen A al'étape n »
e B, : «étreen B al'étape n »
o (), :«étreen C al’étape n »

et on note a, = P (A4,),b, = P(B,) et ¢, = P(C,).

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste.

2. Que valent ag, by, co?

3. A T'aide de la formule des probabilités totales, prouver que pour tout entier n > 1,

an+1 = 0.1a, + 0.4b,+ 0.5¢,
bpi1 = 0.7a, + 0.4b,+ 0.5¢,
Cni1 = 0.2a, + 0.20,

4. Ecrire ce systeme sous forme matricielle

Apy1 Qp
bn—i—l =M bn
Cn+1 Cn
ou vous préciserez la matrice M.
Qp, Qo
5. Démontrer par récurrence que pour tout n > 0, b, | =M"| by
Cn Co

6. On donne (sans avoir besoin de le justifier) que la troisieme colonne de M™ est donnée

par : i " " i
()" 58
6 13 78
() 88"
B 35 + 1310 *39
_1\"
_ 5 ( 65) i } _
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Exprimer alors a,,, b,, ¢, en fonction de n et donner :

lim a lim b lim ¢
n—+00 w n—+o0o ™ n—-+o00 n

Probléme 1 : Extrait ECRICOME

Partie A : Calcul matriciel

On consideére les trois matrices

RS
?% 1 1 1

M=|lo0 > =1, Q=0 -1 -2 et D=QMQ
2 7 0 0 1
00 5

1. Calculer @) x Q.

2. Calculer D. On vérifiera que D est une matrice diagonale. Justifier que M = QDQ.
3. Démontrer par récurrence que Vn € N,  M" = QD"Q.
4

. Expliciter les neuf coefficients de la matrice M™.

Partie B : Etude d'une expérience

On dispose de deux pieces de monnaie équilibrées, c’est-a-dire que la probabilité d’obtenir
PILE en lancant 1'une des deux pieces vaut 7 On effectue des lancers selon le protocole
suivant :

— a ’étape 1, on lance les deux pieces,
— a I’étape 2, on lance les pieces ayant donné PILE a 'étape 1 (s’il en existe),

— a l’étape 3, on lance les pieces ayant donné PILE a I’étape 2 (s'il en existe),

— a I’étape n, on lance les pieces ayant donné PILE a ’étape précédente n — 1

On suppose que les lancers successifs éventuels d’'une méme piece sont indépendants et
que les deux pieces sont indépendantes I'une de 1'autre.
On considere, pour tout entier naturel n non nul, les événements

e A, : «obtenir 0 fois PILE a I’étape n »

e B, :« obtenir 1 fois PILE a I’étape n »

e O, : « obtenir 2 fois PILE a I’étape n” »

et on note a, = P (A4,),b, = P(B,) et ¢, = P(C,).

1. Calculer aq,b; et c;.
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2. Soit m un entier naturel non nul. Calculer les probabilités conditionnelles P, (A,+1),
PBn (An+1) et PCn (AnJrl)
Un argumentaire est attendu pour expliquer les valeurs de chacune de ces probabilités.

3. A laide de la formule des probabilités totales, prouver que pour tout entier n > 1,

+ 1b + L
Ap1 = Ap T F0pn —Cn
o 2 4
1 1
bn = *bn S6n
+1 5 + 20
1
Cnt1 = zcn
(41 Qp,
4. (a) Vérifier que pour tout entier n > 1, bpe1 | =M | b, | oula matrice M est
Cn+1 Cn
celle définie dans la Partie A.
Qp, ay
(b) Démontrer par récurrence que pour tout n > 1, by, | =M""1| b
Cn C1
5. (a) En déduire que
2 1 2 2 1
vn>1, P(A,)=1-—+—, P(B,)=——— t P(C,) =—
" (A)=1- ot 70 PBI=o -0 o P(C)=1

(b) Vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale a 1 et donner la limite de
chacune d’elles.

Probleme 2 : extrait ECRICOME

Partie A : calcul matriciel

Soient les matrices carrées :

1
070 1 0 0
h 11 1 )
A=|1 - 1| P=[4 -2 0| e D=|0 —>0
2 2
NS 11 -1 0 0 o
4

On note [ la matrice-unité d’ordre 3.

1. Montrer a 'aide du pivot de Gauss que P est inversible et calculer son inverse.
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2. Vérifier la relation :
P 'AP =D

3. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul :

A" = pD"P!
4. Vérifier que :
1
6
Pl )= _1L
0 6
0
Et en déduire que pour tout n > 1 :
1 1( 1)"
6 6\ 2
o] 2Ly
0 1 3 3\ 2
11 ( 1)”
6 6\ 2

Partie B : Etude d'une expérience

On considere désormais deux urnes :
— Une urne bleue contenant initialement un jeton marqué 0 et un jeton marqué 1.
— Une urne rouge contenant initialement un jeton marqué 0 et un jeton marqué 1.

On appelle « échange » 'action consistant a extraire simultanément un jeton de chaque
urne puis a le remettre dans I'autre urne. On effectue des échanges successifs indéfiniment.

Pour tout entier naturel non nul n on désigne par Z, la variable aléatoire réelle discrete
égale a la somme des points marqués sur les jetons de 'urne bleue apres le n-ieme échange.

On note Z; la variable certaine égale a 1, somme initiale des points dans 1'urne bleue.

1. Donner I’ensemble des valeurs possibles de Z; et déterminer la loi de Z;.
2.

(a) Soit n un entier naturel non nul. Déterminer les probabilités conditionnelles :
P(Z,=0) (Znt1=10), P(z,=1) (Znt1 =0), P(z,=2) (Zns1 =0)
On note dans la suite et pour tout entier naturel n :
Pn=P(Zn=0), Gn=p(Zn=1), 1a=p(Zn=2)

(Ce qui entraine py = 0, go = 1, 1o = 0).

(b) Grace a la question a. et a une formule de probabilités totales, exprimer p,; en
fonction de q,.
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(c) Donner les relations similaires fournissant g, en fonction de p,, g, 7, €t 7,41 en
fonction de ¢,.

3. On note pour tout entier naturel n :

Pn
Un = dn
Tn
(a) Vérifier que pour tout entier naturel n non nul :

Un+1 = AUn

Cette relation est-elle valable pour n =07

(b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul :

U, = A"U,
(c) En déduire pour n > 1, pp, ¢n, 7, en fonction de n ainsi que lim p,, lim g,,
n—-+00 n—-+oo
lim r,.
n——+o0o

4. Déterminer 'espérance de la variable aléatoire Z,.



